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Abstract. Using Souriau~sdiffeological structures,we definecoveringspacesfor
any diffeomorphismsgroup. We give an explicit constructionof thesecovering
spacesfor thecasesDiff (IR’1) andQuant (1R2”).

Conventions

Sauf indication contraire <<differentiable>>vaudrapour C~en particulier pour
les variétés; le terme <<Groupe de Lie>> est réservéa Ia dimensionfinie; les quo-
tients de groupes (souvent notesGill) sont les ensemblesde classesa gauche
(ensembledesgH).

INTRODUCTION

Considéronsun systèmede pointsmatérielsreliesentreaux par desforcesde

rappel fonction de la distance;c’est uneschématisationd’un cristal; <<l’Oscilateur
Harmonique>>estl’approximationlinéaired’un tel système,et cecaractèrelinéaire
en fait le premier niveaucI’application des théonesde la MécaniqueClassiqueou

Quantique.
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La quantification géométriquea Ia Kostant-Souriau [20] s’applique avec

succès a la description des états quantiquesde 1’Oscillateur Harmonique;ce
succèsest essentiellementdu a l’existenced’un sous-groupede dimensionfinie

du <<groupe des transformationsde contact>> (selon la propre formulation de

Dirac [6]); on realiselesrelationsd’incertitudesde Heisenbergen définissantune
representationunitaire continue d’une extension centralede ce sous-groupe.

Formulationsce qui précédeen termesde géométriedifférentielle: l’espace
des mouvementsdu système(un cristal dans le cas qui nous occupe)est une
variétésymplectiqueX (de dimensionpaire2n). La Iinéarisationconsistea identi-

fier un voisinagedu repos (dansX) a lR2’~muni de sa structuresymplectique
canonique;identification qui se fait par l’intermédiaire d’unecartesymplectique.

On note Y = lR2~x S’ (le fibre quantique), ~ la 1 -forme de contactstandard
sur Y et Quant(Y) le groupe des transformationsdu fibre qui invarient w (les

<<transformationsde contact>>). Le groupe des transformationssymplectiques

affines de
11~2nse relève dans Quant(Y), et c’est en définissantunereprésenta-

tion unitaire continuedu revétementa deuxfeuillets de ce relevé (groupeméta-
plectique)que l’on aboutit a un modélesatisfaisant[21]. L’obligation de passer
par le revétementest liée a <<l’énergie du point zero>> des physiciens,dont la

traductiongeométriquefait appela l’indice de Maslov (cf. [2] et [211).
Mais cetteproceduresoulève quelquesproblèmes:la structureaffine est une

retombéede la linéarisationsansrapportavec la physiquedu système(quel sens

donner a la ~<somme>~de petits mouvements?).Le choix d’une linéarisationest
soumis a un arbitraire dont la taille est celle du groupedes changeursde cartes
symplectiquesde X, ~isavoir: Can (fl~2n)groupede tous les isomorphismesde Ia

structuresymplectiquede IR
2hl (en fait du quotientde cegroupeparlessymplecto-

morphismeslinéaires).

La géométriedu système est décrite par Can (IR2’~),qui se reléve dans
Quant(Y); une questionse posealors: qu’en serait-il du relevéde sous-groupes

de Can (R2fn), autresque le groupe affine et non nécessairementde dimension
finie, qui agiraient transitivementsur K2” Et s’agissantde rev�tement,de tels
sous-groupesn’introduiraient-ils pasunehomotopiesignificative?

L’objet de cepapierest d’apporteruneréponsea cettequestion.La premiere

étape consistanta trouver une <<bonne>> definition des revétementsde groupes

de difféomorphismesdevariétésnoncompactes.
Le souci naturelde tout géomètreabordantles espacesde dimensioninfinie

est de conserversesoutils familiers; parmi ceux-la,la topologieest certainement
la structure qu’il abondonneavec le plus de réticences.S’agissantdes espaces

d’applications différentiables,la topologie Ia plus utilisée est la topologieC~

dite de Whitney.
ConsidéronsDiff(X), le groupedes difféomorphismesd’une variété X. Si X
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est compacte,la topologiede Whitney fait de Diff (X) un ouvertdansles applica-

tions differentiablede X danselle-méme,et aussiun groupetopologiquemodelé
sur un expace de Fréchet(cf. [11]). Les chosesSe gâtentdesque l’on sort du cas

compact:Diff(X) (muni de Ia topologiede Whitney) n’est plus un groupetopo-
logique, la topologiede Whitney n’est plus métrisableet n’est plus héréditaire
au sensillustré par I’exemple suivant: la topologie induite sur Gl (n) ou méme
sur le groupede Lie compactSO(n),considéréscommesous-espacesdeDiff (K’2)

est discrete.
De tels groupes de difféomorphismesjouent pourtant un role fondarnental

en PhysiqueMathématique(difféomorphismessymplectiques,groupesde jauge,

groupesde courants. . .), et Ic physicienaimerait pouvoir étendreles propriétés
<<utiles>> desgroupesde Lie a une catégorieplus vaste. L’exemple ci-dessusmdi-

que que l’approchetopologiquen’est pasla mieux adapteea ce programme.Les
notions d’espaceset de groupesdifféologiquesont étédéveloppeesdansce but
par J.M. Souriau en 1981 [22]. Il s’agit de structuresfinales,appelées<<difféo-

logies>>, constituantune extensionde la catégoriedesvariétés.Les flèchesde Ia
categoriesont les <<applicationsdifférentiables>>.

Les espacesdifféologiques(appelesaussi <<espacesdifférentiels>) sont définis

par Ia donnéede familles d’applicationsdéfinies sur des ouverts d’espacesnu-

mériques. La structureest stable pour les operationsensemblisteshabituelles,
produit, quotients. . . On définit aussileurconnexité.

Les groupesdifféologiquessontaux espacesdiffeologiquesce que les groupes

de Lie sontauxvariétés.Toutgroupede difféomorphismes(= automorphismesde
Ia structure différentielle) est canoniquementmuni d’une structurede groupe
diffeologique. II exist alors desproceduresqui permettentde définir, pour tout

groupe diffeologiqe connexe,un revCtementuniverselsimplementconnexe,et

cc, en un sensqui genéralisenaturellementle casdesgroupesde Lie.
Le groupeDiff (X) des difféomorphismesd’une variétéconnexeX agit transi-

tivement sur X; X est donc en bijection avec un quotientde Diff (X); cette
bijection est-elle un difféoniorpliisme d’espacesdiffeologiques?Peut-on relier

l’hornotopie (usuelle) de X a celle de Diff (X)? Et qu’en est-il si l’on choisit
d’autresgroupesdifféologiquesagissanttransitivementsurX?

Ainsi apparait Ia nécessitéd’étendreles definitions ci-dessus,revCtementset
groupefondamental,a des quotientsde groupesdifféologiques,quotientsappelés
<<espaceshomogènesx’.C’est, pour l’essentiel,l’objet de ma these[7], dont ccqui
suit est une application.Les structuresque nousobtenonssont invariantespar

difféomorphisme.Ces constructionscontiennenttousles casclassiques,dont on
généralisedenombreuxthéorêmes.

Ces faits sontutilisés pour construireexplicitementles revétementsuniversels
de groupestels que Diff(IR’2), Can (1R2’2), et Quant(IR2’~x S’). On trouve que
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toute l’homotopie de Can (1R272) est engendréepar celle des symplectomor-
phismeslineaires,cc qui répondalaquestiondu debut:laquantificationdel’oscil-
lateurharmoniqueparle groupemétaplectiquenelaissepaséchapperd’homotopie.

Tous ces revétementspeuvent se réalisercommegroupesde diffeomorphis-
mes de variétésauxiliaires, ccci est précieux,on saiten effet construiredesrepré-

sentationsunitaires continues de tels groupes,en utilisant les demi-densitésa
supportcompact[22].

Parmi les espacesaccessiblesaux techniquesdifféologiquesse trouventégale-

ment les quotients de groupes de Lie par dessous-groupesquelconques,tels

que R/Q ou le quotient irrationneldu tore; cc demier a étéétudié du point de
vue diffCologique (revétementset homotopie) dans un travail que j’ai fait en
collaboration avec P. Iglesias [8]. Le résultat principal de cc derniercalcul, est

la classification diffeologique de ces tores; Tce et T13 sont difféomorphes si et

seulementsi a et ~3(les pentesdes enroulements)sont unimodulairementéqui-

valents. Et la structurede groupedes diffeomorphismesde Ta, dependdu fait

quea irrationnelsoit, ou non,quadratique.

En cc qui concernecetteclassification, ii y a coincidencedes résultatsavec

ceuxobtenuspar la théoriedesC*~algebres[4] et [18].
En introduction, nous exposons l’axiomatique des espacesdiffeologiques,

nousénonçonségalementune sériede propositionssansen donnerde démonstra-

tion (diesse trouventdans [221).Dans Ic § 1 sontintroduiteslesnotionsd’espace

homogènediffeologiqueet de groupegénérateur.Nousindiquonsquellesnotions
sont utilisées pour aboutir a la definition desrevétementsproprementdits. Les
exemplescites ci-dessusoccupentla demièrepartie decet article.

C’est Jean-Marie Souriau qui a dirigé cc travail, tout au long duquel il m’a

accordéson temps et sesconseils; il me plait de pouvoirlui exprirnerici toute

ma reconnaissance.

0. ESPACESET GROUPES DIFFEOLOGIQUES

La structuredifférentielle d’une variété differentiableX, peutétrecaractérisée
par un atlas, mais peut aussi étre définic par la donnéede toutesles fonctions

diffCrentiablesd’ouverts d’espacesnumériquesa valeurs dansX. En choisissant

comme axiomescertainespropriétésde cesfonctions, il va étre possibled’éten-

dre la notion de variétésansperdregrandchosed’essentiel.

0.1. Premieresnotions

Notations 0.1.1. f étant une application quelconque,def(f) designerason
ensemblede definition et Im (f) désigneral’ensemblef(def(f)).Une famille (f,)

d’applicationssera dite compatiblesi les admettentun prolongementcommun.
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DEFINITION 0.1.2. Soit X un ouvert de JR”. On appeilerap-plaquedeX (p E IN)

toute application C~d’un ouvert de JR~dansX. Les plaquesainsi définies

vérifient les proprietés suivantes:

DO) Toutep-plaquedeX est uneapplicationd’un ouvertde 1W’ a valeurs dans X.

Dl) Touteapplicationconstantede1W’ dansX est unep-plaquedeX.

D2) Le plus petit prolongementd’une famille compatiblede p-plaquesde X est

une p-plaque de X.

D3) Si P est une p-plaquede X et Q uneq-plaquede def(P)alorsPo Q estune
q-plaque deX.

Reciproquement,soit X un ensemble;pour chaqueentierp ~ 0, choisissons

une classe de fonctions que nousappelleronsp-plaquesde X; nousdirons que
cesplaquesconstituentunediffeologie de X Si elles vérifient les axiomes DO, Di,

D2, D3 ci-dessus.La categoricdesespacesdiffeologiquesest celle dont lesobjets
sontles ensemblesmunisd’une diffeologie et les flèchesles applicationsdifféren-

tiablesausenssuivant.

Une applicationf : X -~ V seradite differentiablesi pour toute plaqueP de X,
foP est une plaque de V. Les isomorphismes de cette categoricsont appelés

diffeoinorphismes.

On note D(X, Y) l’ensemble des applications différentiables de X a ~. Nous

noterons DL(R~,X) l’ensemble des p-plaquesd’un espace diffeologique X.

Les p-plaquesde IR”, définiesen 0.1.2, munissentK” d’une diffeologie: la difféo-
logic standard;il en résulteque les plaquesd’un espacedifféologiquesontdiffé-
rentiables. L’axiome D2 exprime qu’une application localement égale a des

plaquesest elle mémeuneplaque.
Toute variété differentiable possèdenaturellementune structure d’espace

diffeologique, celle dont les p-plaquessont les applicationsC~ d’ouverts de
1W’ dansX. Mais rien n’empéchede considérerd’autresdifféologies, (voir a cc

sujetlafindu §1).

D~FIN1T10N0.1 .3. Si D et D’ sont deux diffeologies sur un mémeensembleE,
on diraqueD estplusfine que D’ Si:

id (E) : (E,D)—*(E,D’)

estdifferentiable;D contient alorsmomsde plaques queD’.

L’intersection d’une famille quelconque de difféologies de E est unedifféolo-
gie qui est donc, pour Ia relation d’ordre définie ci-dessus, la borne supérieure de

Ia famille. La diffeologie Ia plus fine sur un ensembleseradite discrete;ses plaques
sont les applications localement constantes.
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DEFINITIONS 0.1.4. SoientE et E’ deuxensembleset f : E’ -÷E, si E estun espace

diffeologique,la diffeologie imagereciproque par f est lamomsfine desdifféolo-

gies de E’ pour laquelle f soit differentiable. Ainsi toute partieE’ d’un espace

diffeologique E est munie de la diffeologie induite: image réciproque par l’inclu-
sion;sesplaquessont les plaquesdeEqui sont a valeursdansE.

On appelleradiffeologie image, par une application f:E—~-E’,la plus fine de
cellesqui rendentf differentiable. Si de plus f est surjective,on dira que f est
unesubmersion.

La difféologie image est donnéeexplicitement,dans Ic cas d’une submersion

P :E-÷E’, par:

~ f~DL (IR”,E’) ssi tout point de def(f) admet un voisinage
(0.1.5) U tel qu’il existeunen-plaquedeEp : U -÷E,vérifiant

I. f = P o p.

C’est la propriétéde relèvementlocal desplaques.
Ii est intéressantde noter que dans le cas de variétésde dimensionfinie, les

submersionssont bien caractériséespar (0.1.5) qui n’utilise pas la notationde
rang(etpour cause!).

Remarque0.1.6. Unc bijection differentiable est un diffeomorphisme si et

seulementsi c’est unesubmersion.
Si E est un espacediffeologiquemuni d’une relationd’équivalcnce —, le quo-

tient E/—~est muni de ladiffeologiequotient,imagede cellcdeE parla projection

canonique.

PROPOSITION0.1.7. Soient E, E’, E”, des espacesdifféologiques.et p : E —~E’

une submersion,alors f: E’ —÷E” est differentiable si et seulementsi fop est

differentiable.

On pourrait penserque la stabilité de la structuredifféologiquelesc fait au

detrimentde sa pertinence;un exemplesimple montre qu’il n’en est rien; c’cst
celui de la demi-droitefermée[0, + oo[, sur laquelleon peutdéfinir, outre la dif-
feologie induiteparK:
— la difféologie imagede celle de K par l’applicationx ~ x

2

— Ia diffeologie quotient de celle du plan par le feuilletage descerclesconcen-

triquesa l’origine.
P. Iglesiasa pu montrerquetoutescesdifféologiessontinéquivalcntes,c.à.d.

qu’il n’existepasde difféomorphismede i’une a l’autre. On voit que l’on obtient
ainsi autrechoseque la structuredifférentiellede variétéa bord. C’est un indice
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que Ia difféoiogie peut étre un outil adapté aux problèmes de feuiiletages (voir

aussi[8]).
Ii existe,sur le produit cartésien E d’une famille quelconque d’espaces difféo-

logiquesEk, une difféologie produit: la moms fine de celles qui rendent toutes
les projections Pk différentiables. Si E’ est un espace diffeologique, une applica-
tion f : E -÷E est differentiable ssi les Pk of le sont.

0.2. Difféologies de groupe

DEFINITION 0.2.1. Nous appellerons diffeologiede groupeune diffeologie définie

sur un groupe G qui rende differentiable I’application:

(g,g’)F+g
1g’(deGxGãG)

Un tel groupeseradit groupediffeologique.

Ces objets forment une categoric dont les flèches sont les D-morphismes:mor-
phismesde groupesqui sontdifférentiables.

Exempiesdegroupesdifféologiques

- Las groupesde Lie, munis de leur loi de groupeet de leurdiffeologiedevane-

té, sont des groupes difféologiques.

2 - Tout sous-groupe H d’un groupe difféologique G (H muni de sa diffeologie
de partie). Tout quotient d’un groupe diffeologique par un sous-groupe invariant,

en particulier tout quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe invariant
quelconque.

3 - Las groupes de diffeomorphismes dont la diffeologie est définie ci-dessous.

Groupesde diffëomorphisines

a) Soit E un espace diffeologique. L’ensemble Diff (E) de tous les difféomor-
phismesdeEsurE, munide Ia loi decomposition,est un groupe.

b) Diff (E) est muni d’unc difféologie dont les n-plaquessont applicationsf,
d’ouverts de IR” a valeurs dans Diff (E) telles que:

(0.2.2) (r, x) ~-~f(r)(x) et (r,x) ~-*f(r)~(x)

appartiennenta DL (K” x E,E). C’est la plus fine diffeologie de groupe pour

laquellel’application:(p, x) F-+ ~c(x) soit differentiablede Diff (E) xE dansE.

Ainsi tout groupedc difféomorphismes(sous-groupede Diff (E), E vaniétC
ou espace difféologique) est canoniquement un groupedifféologique.

0.3. Quotients et D-morphismes stricts

Soit H un sous-groupe quelconque d’un groupediffeologiqueG. Nous notons
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G/H l’espacedes classesa gauche modulo H, muni de la diffeologie quotient,
et C la submersioncanonique:

C:G-+G/H; C(g)=gH.

Dansle casparticulier oO G/H est un groupe(H est invariant), alors: la difféolo-
gie quotient fait de G/H un groupediffeologique,et C estalorsun D-morphisme.

Soit f un D -morphisme de G a G’; algébriquementf se decomposecanonique-

ment suivant:

(0.3.1) G~G/ker(f)~val(f)~G’

00 C est Ia surjection canonique, f l’isomorphisme algébrique induit par f et i

l’inclusion de val (f) dans G’. fest un D-morphisme bijectif. Nous dirons que
fest un D-morphisme strict sifest un D-isomorphisme.

DEFINITION 0.3.2. Un D -morphisme strict et injectif f : G —* G sera appellé

réalisation du groupe G dans G’.

0.4. Revétements de groupes difféologiques

DEFINITION 0.4.1. Un partie A d’un espace difféologique X sera dite discrete si

la diffeologie induite surA est Ia difféologie discrete: les seules plaques a valeurs

dans A sont les applications localement constantes.

Par exempleQ est une partie diffeologiquement discrete de K.

0.4.2. LE GROUPE DESARCS

On notera Arc (G) l’ensembledes fonctions différentiables-y définies sur K
a valeurs dans G, groupediffeologique,et telles quey(0) = e, 00 e est l’élément
neutre de G. La produit dans G définit naturellement une structure de groupe

sur Arc (G) par: (yp)(t) = y(t) ~(t).

On définit une difféologie surArc (G): lesplaquessont lesapplicationsr -÷

de f~C 1W’ dans Arc (G), tellesque:

(0.4.3) (r, t)F-~f(r)(t)(de ~ x K dans G) soit differentiable.

PROPOSITION0.4.4. Arc (G) est un groupe difféoiogique pour ia difféologie

0.4.3.

On peut ainsi parler de chemins différentiables dans Arc (G). Pour tout

E Arc (G) posonS:

(0.4.5) U(y) = y(i)
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U est trivialementun D-morphismedegroupes.Mais de plus.

PROPOSITION0.4.6. Uest un D-morphismestrict de Arc (G)dansG.

Cerésultatpermetd’établir la propositionsuivante:

DEFINITION THEOREME0.4.7. Un sous-groupeH d’un groupe diffeologique G
sera dit ouvert ssi G/ll est discret. Ii existe un plus petit sous-groupe ouvert

= val (U) qui serala composanteneutrede G. Un groupe G sera dit connexe

s’il est égal a sa composanteneutre,doncs’il n’admetpasde Sous-groupeouvert
propre. La composanteneutreest le plus grandsous-groupeconnexede G.

Remarques0.4.8

- Ii y a donccoincidenceentrela connexitéet la connexitépararcsdifférentia-
bles.

2 - Si f est un D -morphismef: G -~ G alors f(G
0) est contenudansG ~. En parti-

culier est invariant par tout D-automorphisme de G.

3 - Arc (G) (0.4.2) est connexepar arcsdifférentiables.En effet, pouryet ~i dans

Arc (G), posons; O(s)(t) = y[(l —s) t} ji(st), s et t reels;e est un chemin diffé-
rentiabledansArc (C) passantpary et ji.

Notations0.4.9. On note L(G) = Ker U (groupe des lacets) et L(G)0 sa compo-

sante neutre. L(G) et L(G)0 sont tous deux des sous-groupes invariants de

Arc (G). On a:

(0.4.10) U étantstrict, G0 est D-isomorphea Arc (G)/L(G)

DEFINITION 0.4.11. Soit G un groupediffeologique.Nousappelleronsrevéternent

de G tout groupediffeologiqueG’tel que G soit D -isomorpheauquotientde G’

parun sous-groupeinvariantdiscret.

Example. Les rationnels forment une partie discrete de JR (au sens différentiel
bien sOr); et doncIa projection JR-÷JR/Qest un revétement.

Remarque0.4.12. Soit P : G -~ G’ un revétementde groupes difféologiqueset

H = Ker (P); on peut montrerque G0 est inclus dansle commutantGi de H. On
peut alors verifier que P(G0) = G ‘~et que (C0, P) est un revétementde G

0.5. Revétementsconnexes

Si P : G -* G est un revetementconnexede G , G est iui-memeconnexeet on
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a grace a la remarque0.4.12 G = G0 = commutant(ker (F)), ker (F) est central
doncabélien:tout revétementconnexeest doneuneextensioncentrale.

Soit G un groupe difféologique connexe.On construit Ic diagrammecorn-

mutatif(notations0.4.5 et 0.4.9):

Arc (C) —~-÷ G = Arc (G)/L(G)0

(0.5.1) ~“~N~N I
G Arc (G)/L (C)

oO ‘P est la surjectioncanoniqueet it est délTmie parit o = U; L (G)/L (C)0étant

discret, it : Arc (G)/L(G)0 —~G définit un revétementde C. D’autre part Arc (C)
est connexeet par suite ~, ii en résulteque le noyaude ‘I’, a savoirL(G)/L(G)0,
est centraldoncabélien.

DEFINITIONS THEOREME 0.5.2. Un groupe difféologique sera dit simplement
connexe s’il est D-isomorphe a tous ses revétementsconnexes.Pour que G,

connexe, soit simplement connexeil faut et il suffit que le groupede seslacets

soit connexe (L(G) = L(G)0). Un revétcment simplement connexede C est

revétementde tout revétementconnexede C. Tout groupeconnexeC admet
un revétementsimplementconnexeunique a un D-isomorphismeprès,on l’ap-
pellera revétementuniverselde C. Pour tout groupe difféologique connexe le

revétementconstruiten 0.5.1 est simplementconnexe.

G = Arc (G)/L(G)0 est connexe et simplement connexe,c’est donc un re-
vétementuniverselde C, de plus Ia fibre au-dessusde l’élément neutrcest égale
a L (G)/L (G)0, les autresfibres s’en déduisantpardifféomorphisme.Ccci conduit

a Ia definition suivante;

DEFINITION 0.5.3. On appelleragroupeD-fondamental,ou grouped’homotopic,

d’un groupediffeologiqueconnexeC le quotient:

D — 111(G) = L(G)/L(G)Ø.

Ce groupeest donc abélien. DansIc casparticulier oO C est un groupede Lie

connexede dimensionfinie on retrouvele revétementuniverselet le groupefon-

damentalusuelsde C. On géneraliseaussila proposition:

PROPOSITION0.5.4. Tout D-morphisme p : G -~ C’, C simpiementconnexeSe

re/evedans tout revétementde G’ en un uniqueD-morphisme.
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Nous avons prouvé [7] que deux groupes connexesdifféomorphes ont des

revétementsuniversels diffeomorphes et des groupes fondamentaux isomor-

phes; ainsi les objets définis ci-dessusne dependentque de la diffeologiedu

groupe.Nous le faisons en étudiant une classeparticuliéred’espacesdifféologi-
ques:les espaceshomogènes.

§ 1. ESPACESDIFFEOLOGIQUES HOMOGENES

Las espaceshomogènesvont étredéfinis, a un difféomorphismeprés, comme
des quotientsde groupesdiffeologiques.On se reporteraa [7] pourle detail des
deuxparagraphessuivantes.

1 .1. Actions différentiables

DEFINITION 1.1.1. Soit C un groupe diffeologique, X un espacediffeologique.

On appellcraD-action deC surX toutD-morphismeA : C -÷ Diff (X).

Pour qu’une action de C sur X soit une D-action 11 faut et ii suffit que
(g, x) ~-+ A(g)(x) soit differentiablede C xX dansX (on utilise 0.2.2).

Pour alléger les notationsnousécrironsparfoisg(x), ou mémeg(x), au lieu
de A(g)(x). Nous appellonsstabilisateurd’un point le sousgroupedes g qui

laissentle point fixe (souventappelésous-grouped’isotropie).

D-action naturelle de C sur C/H

Soit C un groupe difféologique et H un sous-groupequelconque,C/H est
l’enscmble des classesa gauchemuni de la diffCologic image par la projection

C(g) = gH. H dCsigneraaussi bien le sous-groupeque le point de basecanoni-

queC(e).
ConsidCrons,pour tout g dans C, le diffeomorphismetranslationa gauche

par g : Lg : C -* C, Lg(g’) = gg’, Lg induit sur C/H l’application Lg, définie
sanséquivoquepar l’égalité:

(1.1.2) LgoC=CoLg

Eg est differentiablegracea Lg o C = Co Lg et a 0.1.7.On pose:

(1.1.3) L : C—÷Diff(C/ll) avec L(g)= Eg (pourtoutg EC)

L est trivialementun morphismede groupes,on peutmontrerqueE est différen-
tiable.Cctte actionseradite standardou canonique.

Considéronsalors une D-action A de C sur un espaceX. NotonsCx et Ox

respectivementle stabilisateur et l’orbite d’un point x EX. Fixons x; on a le

schema:
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(1.1.4) Sx

C/Gx—‘-, Ox

00 Sx estIa bijection définie par:Sx(gCx)= A(g)(x); C estla submersioncanoni-
que;Sx est differentiable car Sx o C(g) = A (g)(x) l’est parhypothése.Dans ces

conditions:

LEMME1.1.5. Sx est un diffeomorphismesi et seuleinentsi g ~ A (g)(x) est une

subinersion.

C’est uneconsequenceimmediatedesdefinitionset de0.1.7.

DEFINITION 1.1.6. Un espacedifféologiqueX seradit homogenes’il est difféomor-
phe au quotient (gauche)d’un groupedifféologique C par un sous-groupeH;
nousdirons alorsqueC estgenerateurdeX.

Ce sera en particulier Ic cas si un groupeC agit transitivementsur un espace

diffeologiqueX de sorte que 1 .1.4 soit unesubmersion.En fait on a le théorème:

THEOREME1.1.7. Un espacedifféoiogiqueX est homogénede groupe générateur

C, si et seulements’il existeuneD-action transitive A de C surX telle quepour
un point x EX fixe: g ~-* A (g)(x) définisseunesubmersionsur/ectivede C sur X.

Ce sera alors le cas pour tout point y EX, et, de plus, Cy désignantle stabilisa-
teur dey,gCy -~ A (g)(y)est un diffëomorphismede C/Cy surX.

Ii pourra a priori existerplusieursgroupesgénérateursd’un espacehomogénc

donné. On peut montrer: que tout revétementd’un groupe générateurest Iui-

-méme générateur,que tout sur-groupe générateur est générateur, et qu’un
espacehomogèneadmettoujourssongroupede difféomorphismcscomme généra-

teur.

1.2. LessituationsK C H C G

On se donne un groupe difféologique C et deux sous-groupesemboftés
K C H C C.

I - Soient: C Ia surjectioncanoniquede C sur C/H, C’ celle de C sur C/K, et p

la projection définieparp C’ = C : p estunesubmersionetp~1(gli) = Eg(ll/K),
doneles <<fibres>>sonttoutesdifféomorphes~H/K.

2 - Si de plus K est invariantdansH alors Ic groupeH/K opèredifférentiablement
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a droite dansC/K; cetteactioneststandard.

3 - Si K est distingué dansC, H/K est alorssous-groupede C/K. On peut alors

établir que;

(1.2.1) C/H est difféomorphea (C/H)/(H/K).

Si de plusK et H sonttousdeuxinvariantsdansC, on a:

(1.2.2) C/H estD-isomorphea (G/K)/(H/K).

Ces formules de simplification 1.2.1 et 1.2.2 permettentd’établir, entreautres,
que tout revétementd’un groupegénérateurestlui-rnémegénérateur.

1.3. Connexitépararcs

On appellerachemin (ou arc) d’un espacedifféologique E, une application

differentiable de JR dansE. Une partieA de E est connexesi deuxpoints quel-
conquesde A peuventétrerelies parun arc de E. La relation <<étre relié par un

chemin differentiable>> est une relation d’equivalencedansE; la transitivité se

vérifie comme suit: soient c et d deux cheminsde E telsque c(1) = d(0), soit
~ une application de JR dans JR indéfinement differentiable, non décroissanteet

vérifiant:

t si t~l/8

(1.3.1) ~p(t)= 1/2 si 3/8~<t~<5/8

t si 7/8~t

l’application r définie par: r(t) = c(2p(t)) Si t~ 5/8 et r(t) = d(2~(t)— 1) Si

3/8 ‘~ t, cst un cheminpartout differentiablereliant dansEc(O)ad(l).
On peut alors définir la composanteconnexed’un point x EE, commelaplus

grandepartic connexecontenantx. Ii est alors immédiatque:

Reinarques1.3.2. L’image d’un espaceconnexe,paruneapplicationdifférentia-

ble, est connexe.En particulier:

- l’image paruneplaqued’une partieconnexede JR’~est connexe.

2 - Tout quotient d’un espacedifféologiqueconnexeest un espacedifférentiel
connexe.

3 - Toute applicationdifferentiable d’un espaceconnexedansun espacediscret
(i.e. muni dela diffeologiediscrete)est constante.

4 - Signalons enfin que la composante neutre C0 d’un groupe différentiel C, défi-
nie en 0.4.7,est la composanteconnexede l’élémentneutreet queles composan-
tes connexesde C sontles classesmodulo C0.
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THEOREME 1.3.3. Soit X un espacediffCologique homogénede groupegénCra-

teur C. Alors:X estconnexesi et seulementsi C0 estgroupegénérateur.

Tout espacehomogCneconnexeadmet un générateursimplementconncxc.

Le résultat-cléest alorsIc suivant:

LEMME 1.3.4. (fondamental)Soient C et C’, deuxgroupessimplementconnexes,

H (resp. H’) un sous-groupede C (resp. C’), p (reps. p’) Ia projection de C/H0
sur C/H (resp. C ‘/H’0 sur C ‘/H’). Soit fun difféomorphismede C/Ha C ‘/H’; on
se donne g’ EC’ tel que Eg’(f(H))=H’ (1.1.2), ii existealors un difféomor-

phismeFdeC/H0à C’/H’0vCrifiant:

1) p oFfop

2) Eg’ o Finduit un D-isomorphismedeH/HØa H’/H’0.

Dont unepremiereconsequenceest la proposition:

PROPOSITION1.3.5. SideuxgroupesdifféologiquesconnexesC et C’ sontdifféo-
inorphes,alors leurs revétementsuniverselsle sontaussi et leurs groupesfonda-

mentauxsontD-isomorphes.

C et C’ sont quotientsde leurs revétementsuniversels(respectivementG et

G’) par des sous-groupesdiscrets(0.4 et 0.5), c’est doneIa situation 1.3.4 avec
H0 et H’0 réduits a l’élément neutre,ainsi G est difféomorphea G’ et les groupes

fondamentauxqui correspondenta H et a H’ sontD-isomorphes.

Une autreapplicationde 1.3.4 est la classificationdes toresde Denjoy-Poincare
du type JR/(Z + aZ) (voir [8]).

La preuve de 1.3.4 passepar l’adaptationa la diffeologie de notionstelle quc

l’homotopie des chemins: on remplacedans la definition classiquecontinu par

differentiable; il faut néanmoinsprendre des precautionspour rester dans la
categoricdesespacesdiffeologiques.

§2. REVETEMENTS D’ESPACESHOMOGENES

2.1. Fibrations

Nous introduisonsunenotion particulièrede fibres homogénesa fibreshomo-

genes,die suffira a décrireles revétementsd’espaceshomogènes.Les definitions
conserventla terminologie deIa géométriedifférentielleclassique.

DEFINITION 2.1.1. Un fibration d’un espacediffeologiqueX est la donnéed’une
relationd ‘equivalencesurX, notée‘~, telle quc:
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il existeun groupegénérateurC de X dont l’action soit compatibleavec l’équiva-
lence,c.a.d. que pour tousg E C, x,y EX on a: x —~y=~g(x)—g(y)).On dira
queX est fibre.

Un espacefibre X est donenécessairementhomogène.
Las classesd’équivalencesserontappeléesfibres, imagesréciproquesde points

par la submersion canonique (X/’—~est muni dela difféologiequotient).

Remarque. Tout difféomorphismede X compatible avec ~ n’â pas nécessaire-
ment son inverse compatible; cc sera le cas s’il est dans un groupe de dif-
féomorphismescompatibles, il induit alors un difféomorphisme de la base,
et un tel groupe est aussi groupe générateurde X/— (le critére 1 .1 .7 s’appli-

quantaisément).

Dc façon équivalente, un fibre pourra étre la donnée d’une submersion

p : X -+ V d’espacesdiffeologiquestelle qu’il existe un groupeC générateurde
X dont l’action respectel’equivalencemodulop. Le plus grandgroupede difféo-
morphismesde X compatiblesavec la projection contient done C et se trouve

ainsi étre générateurde X; cc groupe constitue done un choix canoniquede
générateurcompatibledu fibre et l’on pourradire: <<soit le fibre p : X -+ Y>> sans
specifierle groupegénérateurcompatible.

Deux fibres p : V-+X et p’ : V’ -÷X’serontditD-isomorphess’il existe deux
diffeomorphisrnesf:V -÷V’ et h : X -+X’ tels quep’ ofz hop.

Notations2.1.2. Si X est fibre, de groupe C, on a donc X C/Cx, Cx stabili-

sateurd’un pointx fixé, et: d : gCx F-~g(x)définit un difféomorphisme.

Soit Ax le sous-groupedesg E C qui invarientla fibre contenantx. Ii immédiat
queAx admetCx commesous-groupeet qu’il agit transitivementsurp(x)et par
suitesur chaquefibre deX. Considéronsalorsle diagramme

C/Cx ‘°-~C/Ax

(2.1.3) d! d’j

X —~-*X/-~

Danscesconditionson a la proposition:

PROPOSITION2.1.4. II existe un difféomorphismed’ : C/Ax -~X/—~rendant le

diagramme2.1.3commutaif
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d’ est défini sans équivoque par d ‘(gAx) = p(g(x)); les verifications se font

sansdifficulté.
Toutes les fibres de X sont done difféomorphesa Ax/Cx que nouspourrons

appelerfibre-type.
Reciproquement:étant donné C et deux sous-groupesH CA C C, alors C/H

muni de la relation d’équivalence: gH—~g’Hssi gA =g’A, est un fibre de fibre
type A/H (1.2). Cc serala situation typiquedefibre. Si H est distinguedansA

le fibre seradit principal.

Remarque2.1.5. Si l’action d’un groupe diffeologiquc C est compatibleavec

une equivalence,il est trivial que l’action de tout revétementde C est encore
compatible.

2.2. Revêtements

DEFINITION 2.2.1. Un fibre p : X -+ Y a fibres discrètessera appelerevétement.

Et dans cc cas, si C est un générateurcompatible,Ax/Cx (notations2.1 .2 et

lemme 2.1.4) est discret pour tout x; cc qui est equivalent a (Ax)0= (Cx)0.

Revétementsconnexes

Un revétementp : X -÷V, est dit rcvétementconnexesi X estconnexe(cc qui

entrafncla connexitéde V). Cettenotion est transitive: un revétemcntconnexe
d’un revétementconnexedc V estrevétementconnexede V.

2.3. Simple connexité

DEFINITION 2.3.1. Un espaccdifféologiquc homogéneconnexe est dit simple-

ment connexes’il est difféomorphea toussesrevétementsconnexes.

La lemme 1.3.4 va pcrmettrede caractériserlesespaceshomogénessimplement
connexes,puis de classerles revétementsconnexesd’un espacehomogéne(cf.

[7] pourlespreuves).

LEMME 2.3.2. Un espace difféologiquehomogèneconnexeX est simplement
connexesi et seulements’iI est difféomorpheau quotient d’un groupe simple-
mentconnexepar un sous-groupeconnexe.

Pour tout rcvémcnt conncxep : V-÷X,de X simplcmentconnexe,la projec-

tion p estun diffeomorphisme.

THEOREME DEFINITION 2.3.3. Tout espace homogéneX connexeadmet un
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revétementsimplement connexep : X —~X, revétementde tout revétement

connexede X, unique d un difféomorphismeprès: on l’appellera revêtement
universe!deX.

- Si C est un groupe simplement connexe générateurde X C/H, alors:

C/H0-+ C/H X, estrevétementunivcrseldeX.

2 - Las revétementsconnexesde X sont déterminés,a un D-isomorphismede
fibres prés, par lcs classesde conjugaisonde sous-groupcsdeH/H0. Ils sonttous,
a un isomorphismede fibresprés,dela forme:

C/K-+C/H ou H0CKCH.

3 - Par aillcurs, H/H0 ne dependpas du choix de C, il définit done un groupe

abstrait: le groupe D-fondamental de X note D — fl1(X), qui est nul si et scule-
ment si X est simplementconnexe.

Citons aussi une proposition dont l’énoncé est une definition en topologic.

PROPOSITION2.3.4. Un espacedifféologiqueX homogéneet connexe,est sim-
plementconnexesi et seulementsi tout lacetde X est homotopea un lacet con-

stant (c.á.d. dans la méme composanteconnexeque !e lacet constant, dans
1‘expacediffeologiquedescheininsdeE).

On disposeégalemcntdc Ia proposition:

PROPOSITION2.3.5. SoientX et V deux espaceshomogénesconnexes,si X est

simp!ementconnexealors: toute application differentiablede X ci V sereléve
globalementdans tout revétementconnexede Y. Deux relcivementségauxen

un pointsontalorspartout égaux.

C’est l’analogue d’un théorême classique en topologie génerale.

2.4. Uneconstructiona partirdu groupe

SoientH C C des groupesdifféologiqucs, G connexe.L’action de C sur C/H
induit une action transitive de Arc (C) (notaions0.4.2) sur cc quotient, pour
tout ~yE Arc (C) on pose:

y(C(g)) = (‘y(l)g)H

le stabilisatcurS(I1)du point H pourcetteactionestcaractérisépar:

(2.4.1) S(H)= U’(H).
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On ala propostion:

THEOREME 2.4.2. (notations 0.4.2 et 2.4.1). Si C est un groupe difféologique
connexe,Hun sous-groupede C, alors;

p :Arc(C)/S(J-J)0-÷C/Hp(yS(H)0)=y(l)H

est revEtementuniverselde C/H.

b) Tousles revétementsconnexesde C/H sontdonnés,a un D-isomorphismede
fibre près,par:

p : Arc (C)/F -~ C/H p(yF) = y(l)H.

Oi~5(H)0C F C S(H). Ces revêtementssontindexespar la classede conjugaison

du sous-groupeF.

c) D — fl1(C/H) S(H)/S(H)0.

Cette constructionest utilisée pour relier les revétementsusuels des variétés

(qui sont des cspaceshomogCnes)avec ceuxissus de la difféologie. Elle permet
égalementd’établirles:

2.5. RelationsentreD — 111(G) et D — fl1(G/H)

Beaucoupdesthéorèmes,vrais en dimensionfinie, sur lcs revétemcntsgroupes
de Lie se généralisentaux groupesdifféologiques,en voici deux exemples(cf.
cours de Dieudonné [5] ou celui de Godbillon [10]).C cst toujourssuppose

connexe.

THEOREME 2.5.1. Si H est sous-groupeconnexe d’un groupe difféologique
connexeC alors D — rI1(C/H) estabélien.

Et aussi:

THEOREME 2.5.2. Si l’espace homogéneC/H est simplementconnexealors

H estconnexeet D — fl1(C) est un quotientde D — 111(H).

A proposdesgroupesd’homotopiel’ordre supérieur.

Les régles du jeu utiliséesen topologiepour définir les groupesd’homotopic:
homotopied’applications définies sur des spheres,juxtaposition d’applications,
ont leurs analoguesen diffeologie, ct cc,auprix de quelquesprecautionstechni-
ques [7]. Les groupesd’homotopiesont alorsdéfinis en rcmplaçantcontinu par

differentiabledans Ia constructiontopologiqueclassiquc.Ces notionstrouveront
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icur place dansun travail actuellementen chantier:lcs fibres diffeologiqueset

leur suite exacted’homotopie (P. Iglesias [14]). Si X cst unc variété differentia-
ble, munie de sa difféologie canonique,on retrouvebicn sOr ics groupesd’homo-
topic usucls.

Toute vanété muni de sa structuredifférenticile usuellecst canoniquement
un espacedifféoloqique; on peut montrer en fait que toute variétéX connexe

est un espacehomogènede groupegénérateurDiff (X)0, de plus les objetsobte-
nusparles definitions2.4.3 (groupe fondamentalet revétementuniversel) coinci-
dentavecceuxprovenantdesdefinitionsusuelles[7].

Difféologie et topologie

Soit X un espacetopologique;nouspouvonsdéfinir unediffeologieen choisis-
sant commeplaquesde X les applicationscontinuesd’ouvertsde IRT’ a valeurs

dansX.
Ii est clair quc I’on définit bienune difféologiesurX. Designonsla par<<Topo-

-diffeologie>>. Ii est immédiatqu’une applicationcontinueentreespacestopolo-
giques est differentiableau sensdeleur topo-difféologie,en particulierles homéo-
morphismessontdes diffeomorphismes(la réciproqueest vraie s’il s’agit devane-

tés topologiques).Une rernarquc:unepartie topologiqucmentdiscreteest topo-
-diffeologiquementdiscrete; la réciproqucest évidemmentfausse,les rationnels

formentunepartietopo-diffeologiqucmentdiscretedc JR.
Si de plusX est séparéet connexepararcs alorsles groupes d’homotopie issus

de la diffdologie sont précisémentles groupesd’homotopie usuels obtenuspar
lc formalisme topologiquc. Ccci illustre Ic fait que l’axiomatiquc de la continui-
té n’est pasIc seul accésa l’homotopie;ii existe d’ailleurs desdefinitionsabstrai-
tes et combinatoiresde l’homotopie [15] et [13].

§3. EXEMPLES DE REVETEMENTS DE GROUPES DIFFEOLOGIQUES

Un problèmeposeau debutde cc travail, est la definition, et éventuellemcnt
Ic calcul, de revétementsde groupesde difféomorphismcs,en fait de leurcompo-
santeneutre.Pour ces groupesla connexitédifféologiquecoincideavec la con-
nexité au sens de l’isotopie differentiable.Pour cc qui est de ccttccomposante

neutre, il est clair que Diff (X)0, dans le casX onientée,est contenuedans Ic
groupe des difféomorphismesconservantl’orientation, mais sa caractérisation

est une question ardue.On sait par exemple(CenI [3]) qu’il y a égalité entre
Diff (S

3)
0 et les difféomorphismesconservantl’onentation. Notons que pour

Ics groupesde difféomorphismesde vanietescompactes,l’homotopie difféolo-
giquc coincideavecl’homotopieusuelle(pourla topologiede Whitney),puisqu’a-

lors tout chemincontinuest equivalentaun chemindifferentiable.
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3.1. Un revétementde Diff(X)

Soit p : X -÷X le revétemcnt universel d’une vaniété X connexe;notonsIso (X)

le groupe des isomorphismesdu revétement,c’cst ~ dire le groupe des relcvés

des élérncntsde Diff (X). Nous notonsP la projection canonique:P : Iso (X) -*

-÷Diff (X) définieparp of = P(f) op. On a alors:

PROPOSITION3.1.1. P : Iso (X) -+ Diff (X) est un vevétement.

Ii est trivial queP est un morphismede groupessurjectif. P est differentiable:
soit r F+ p(r) uneplaqueIso (X); p étantun diféomorphismelocal,on peutécnire
localement:

P(p(r))(x) = p(p(r) op~(x))

le deuxiêmeterme est differentiableparhypothésedoneP l’est aussi. La noyau

de P n’est autre que Aut (X), isomorpheau groupefondamentalde X, done
discret. Ii rcstea verifier queP est unesubmersion,donestrict:soit ~ uneplaque
de Diff (X); ii s’agit de montrer l’existence d’un choix, differentiable en r, de

relevés des ~(r). Fixons r0E def(p); p(r0) est un diffeomorphismede X; fixons

aussi un relevé ~?~) E Iso (i). Localement(i.e. dans un voisinage oO p est un

difféomorphismelocal) on pose:

~(r)(~) =p’(p(r)(p(x~)) avec ~(ro)(~) =

Las rclévemcnts des diffeomorphismesde X sont globalementdéterminéspar
la valeur pnise en un point; l’égalite ci-dessusmontre donequ’il existe dansun

voisinagede r0 un choix differentiablede relevés,donequeF est une submersion.

CQFD
Ii n’y a aucune raison a priori pour que le revétementainsi construit soit

connexe; il Ic sera dans l’exemple ci-dessousdes diffeomorphismesdu cercle.
Nous signaleronsplus loin un casoU il nele serapas(3.6).

3.2. Lesdifféomorphismesde Ia droiteet du cercle

NotonsC le groupedes diffeomorphismesde Ia droite réelle a dérivéepositive,
dont nous savons qu’il contient Diff (JR)0. Soit ‘I’ une fonction differentiable

non décroissantede JR dansK, s’annulantau voisinagede l’origine et valant un
au voisinagede l’unité. PourfE C quelconqueposons:O(t)(r) = [1 — ‘P(t)]x +
+ ‘P(t)f(x), E) définit un chemin differentiable dans C reliant f a l’identité,
doneC est connexeet C = Diff (JR)0.

Soit C’ = Diff 2,~(JR)0le groupcdesdifféomorphismesde JR relevanteeuxdu
eercle qui conservent I’onientation; c.a.d. fEC’ ssi f est un difféomorphisme



REVETEMENTS DV GROUPE DES QUANTOMORPHISMES, ETC. 93

croissanttel que:

f(x + 2ir) = f(x) + 2ir et ccpour toutx reel.

C’ se projcttc canoniquementsunDiff(S1) par:

P:f-~P(f) oO P(f)(eix)=eif~

on sait (3.1.1)queP : C’ -÷Diff(S’)
0est un revétement,le noyauestisomorphe

a 7L. Ii est facile de verifier que la composanteneutredesdifféomorphismesdu
cercleest Im (F), en fait on a:

PROPOSITION3.2.1. 1) Diff (JR)0 et Diff2~(JR)0sontsimplementconnexes,
2) P : Diff2,~(K)0-+ Diff (S

1)
0estun revétementuniverse!,et D — ~ (Diff (S1)~)=

= 7L.

Les argumentsci-dessusfont qu’iI suffit d’établir 1). Pourtout lacetX dans
Diff (JR)0on pose:

e(s)(t)(x)= [1 — ‘I’(s)]x + ‘I’(s) X(t)(x)

‘P est la fonction de raccorcidéfinie ci-dessus;e est un chemindans les lacets

allant de l’identité a A (verification facile); ainsi L(Diff (IR)0) = L(Diff (JR)0)0
(0.5.2). La simple connexitéde Diff27,(IR)0 se vérifie exactementde la méme

façon.C.Q.F.D.

3.3. Deformationrétracte

Ce lemmc sur Ia deformationrétracteest analogue~la situationtopologique

correspondante.La demonstration,dIe, ne peut quitter le cadre diffeologiquc.

LEMME3.3.1. Soient C un groupe diffeologique connexe, C’ un sous-groupe

connexede C; p : G’ -+ C’ designele revétementuniverse!de C’. Soit R une

application differentiablede JR x C dans C telle que,pour tousg E C, g’ E C’,
S reel:

R(s,g’)=g’, R(0,g)=g, R(l,g)EC’

alorsD —H1(C)r~D—H1(C’).
Si, de plus, R(l,.) est un D-morphismede C sur C’, c.d.d. pour tousg et h

dansC:R(l,gh)=R(l,g)R(l,h),alors:

~ ={(g,g~’)ECx ~~/p(~r~)= R(l,g)}

seprojetant canoniquementsurC, est revétementuniverse!de C.
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Demonstration. Le groupe fondamentalde C (resp. C’) est egal au groupedes
composantesde son groupc des lacets (0.5.3), a savoir L(C)/L(C)0 (resp.
L(C ‘)/L (C ‘)~)•

Pourtouteapplicationx F-±f(x)avaleursdansC, nousposons:

R(s,f)(x) = R(s,f(x)).

Avec cettenotaion nous définissonsune applicationde L(G) dansL(C’) par:
A-÷R(l,A), oO AEL(G); R(1,A) est, par definition, un élémentde L(C’).

Ii estimmddiat quel’on vient de définir unesunjection,de plus:

R(l, A) EL(C’)0~A EL(C)0

en effet: si e est un chemin differentiabledansL(G) allant du Jacetneutrea A,
alorsR(1, ~) est un chemin dans L (C’) joignantle lacetneutreaR (I, A).

Réciproquement:Si R(l, A) E L(C’)0, c’est qu’il existe un chemin 0 joignant

le lacetneutrea R(l, A), il suffit alorsde poser:

(3.3.2) B’(s)= R(l, A)—’ 0(s)R(l —s,A) s reel

pour établir que A E L(C)0.

Enfin, en passantpar le revétementuniverselG’ on peut établir [7] que pour
tousA et ~ulacetsdansC:

R(l, Xp)—’ R(l, A)R(l, p)

(oft designe l’equivalenee modulo L (C ‘)~),cc qui montre que R(1, .) induit

unisomorphismedeL(C)/L(C)0 sur L(C’)/L(C’)0. La premierepartiedu lemme

est doneprouvée.
On supposea presentqueR(l,.) est un D-morphismede groupe.Cettehypo-

theseajoutéeau fait quep est Iui-méme un D-morphismeentrainefacilement

que C est un sous-groupedu produit direct C x ~ (c’est un produit fibre). Dc
plus:

1. G est connexe:en effet, soit (g,~‘) E G, notons‘y un arc de C ailant de e a
g; alorsR(l,‘y) cst un arcjoignante ag’ oft:p(~’)=R(I,g)=g’
R (1,y) est l’unique releve de R(1, ~y)partant de I elementneutrede C ; ii a

pourextremite:

R7i~)(l)=~” aveep(~”)=g’.

Soit ~iun ehemindansC’ al1ant~”at’, posons:
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~‘ est arc joignant ~à ~‘, ii se projette sunR(l, ~ oft j.~est un lacet dans

C’ depoint debaseg’;posonsenfin:

= ‘y(t)g’’~z(t)

y” est un arcayantg pour cxtrémité,de plus:

p (~‘(t)) = R (1,y(t))g’ 1p (t) = R(1, y(t)g’ 1j.t(t)) = R (1, y” (t))

done(y”, ~7’) est un chemindansGallant del’élément neutrea(g,~’).

2. ~ est simpleinentconnexe:soit (A, X’) un lacet dansG, en particulier X’ est

homotopeaulacetneutre,doneparprojection,en posant:

A’ =p(~’) = R(l, A)

A’ est un lacet dans C’ homotopeau lacetneutre,et de mémepour A (gracea
3.3.2); soit done 0 une homotopie de x a l’arc neutre;R(l, 0), qui est une

—~--..

homotopiede A a l’arc nul, se relève en R(1,0) a partir de l’origine dansC
maisR~i~)(1)se projette sur A’ et done pan unicité: R~i~)(l)= ~‘ainsi

R(1, 0) définit une homotopie de A’ a l’are neutre; finalement (0, R(1, 0))
est unehomotopiede(A, ~‘) a~.

3. P : -* C définie par P(g,~‘) = g est tnivialement un D-morphismesurjectif

avec Ker (F) = (e) x Ker (p); ii est strict:soit r I~f(r)uneplaquede C. La projec-
tion p étant stnicte, l’applicationr~-~R(I,f(r))se reléve localcmentdans C’

par R(1 , f(r)); ainsi r ~ (f(r), R (1,f(r))) est un relevé local de f dans C, qui
est doneun revétementsimplernentconnexede C. CQFD

3.4. LesdifféomorphismesdeJR’~

Une rernarqueau prealable:soit p : G -÷C le revétementuniverseld’un groupe
diffeologique eonnexeC, si f: C —* C’ est un diffeomonphismc(C’ gnoupedif-
féologique) en fixant ~E G tel f(p(~)) = e’, il existe sur G une unique loi de

groupe difféologique pour laquelle ~ soit élémentneutreet f o p : -÷C’ soit
un revétementsimplementconnexe du gnoupe C’: c’est Ia loi transportéedu

revétementuniverseldeC’ panl’inverse du relevéde f appliquant~sur ~‘.

Soit D le groupedesdifféomorphismesde JR’~laissantl’ongine fixe; sunD x lR’~

on définit Ia loi:

(f,x)(g,y) = (T(—f(y))ofo T(y)og, f(y) +x)

oft T(r) désignela translationdevecteurr E JR’7.
Pour eette loi et pour la difféologie standard(groupe de diffeomorphismes

et produit direct),D x IR’7 est un groupediffeologiquc (verification facile). On
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définit alors un D-isomonphismede cc groupe dans Diff (JR’~)en associanta
tout (f, x) ED x JRfl Ic difféomonphismcde IR’7 defini pan:r ~÷f(r) + x.

Le caleul du revétement universel de Diff (JR’~)se raménedone a celui du
produit direct muni de la loi ci-dessus.L’invarianee par diffeomorphismefait

qu’il suffit de connaitre le nevétementunivensel du groupeproduit direct, et
en definitiveeelui deD.

Notons P : ói~)0—* Cl(n)0 le revCtementuniverselde la composante neutre

du groupe linéaire. Nousnotons1 l’élémentneutrede

Avec les notations et remarques ci-dessus nous avons l’énoneé suivant:

PROPOSITION3.4.1. Diff (IR’7)0 coincide avec le groupe des difféomorphismes
de IR” conservantl’orientation. Ii admetcoinmerevétementuniversell’ensemble
défini parles triplets:

(f, A,x) ED x ói~)0x IR’7 tels que: P(A)=f’(0)

et muni de l’unique loi de groupe tel/c que (id (JR”), 1, 0) soit élémentneutre,
et que la projection: (f,A,x) ~‘[r ~-~‘f(r)+x] soit un D-morphisine;de plus:

D — 111(Diff(JR’7) = 111(Gl(n)).

Preuve: ii existe une deformationrétractede D0 sur Gl(n)0on posepour tout

fED0:

H(s:,f)(x) = f f’(stx)(x)dt (on a H(0,f)(x) =f’(O)(x)
et H(s ,f)(x) =f(sx)/s).

On peut verifier, grace au caractère C~des f, queR(s,f) = H(l —s,f) satisfait

bien aux hypotheses3.3.1. Cette retraction relic tout élémentde D conservant
l’onientation a un elementde Cl(n)0 doneD0 coincide avee les élémentsde D

conservant l’orientation. II suffit alors d’appiiquer 3.3.1 et les remarquesci-
-dessuspour conelure. CQFD

3.5. Réalisationde revétementscommegroupededifféomorphisms

II est possiblede réaliser, au sens défini en 0.3.2, le revétementci-dessus
eomme gnoupe de difféomonphismes. ConsidCrons le diagramme suivant

(oft les surmontantlcs groupesdesignentles revétcmentsunivcrsels):

Cl(n) ..L4 Diff (JR’7) —.~—+ Iso (JR” x)

(3.5.1) ,~ I I
Cl(n) _~_!~* Diff (JR’7) —~.—+ Diff (IR’7 x Cl(n))
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Iso (IR” x Cl(n)) est ic revétemcntdc Diff(IR” x Cl(n)) défini par 3.1.1, 1 cst
l’injeetion naturelle:‘1(f)(r, A) = (f(r),f’(r)A).

F est trivialement un D-morphismeinjectif et strict, qui se reléve par le D-

-monphisme~, appliquant(id, 1, 0) sur l’élémentncutre.
-1 est injective: Si (f, A, x) est appliquépar sur I’élémentneutre,e’est qu’iI

se projette sun l’identité, done qu’il est de la fonme (id,A, 0) et se trouve dans
l’image parTde ói~),on, suncetteimage,~ se réduit a l’injection canoniquede

ó7~)dans Diff(K” x ó7~))(grace ~ l’unicité des relévements),finalement

(f,A,x)=(id,1,0).
Enfin ~ est stnicte: toute plaquef a valeunsdansIm (4) seprojette sur

P étant striete ainsi que toutes les projections,on pourna,par commutativité
du diagnammc,définir un relevélocal de f.

Remarque3.5.2. Les demonstrations ci-dessus s’adaptent immédiatement aux

symplectomonphi~mesde JR2’7 qui on donemémehomotopiequeSp(2n) (groupe
des symplcctomorphismeslinéaires). Et les énoncésci-dessusrestent vnais en
remplaçant le groupe Diff(JR’1) pan le groupe des symplectomorphismes

Can (JR2’7),et Cl(2n) parSp(2n).

3.6. Quantomorphismes

Nous rappelonsqu’une vaniété quantiqueest la donnéed’un fibre principal
V, de groupe structural ~1, et muni d’une 1 -forme de connexiondontla dérivée

extérieurese projettc sur une 2-forme sympleetiquede Ia base.Les isomorphis-
mesde cettestructureforment le groupedesquantomorphismesnoteQuant(Y).

Le produitdirect V = JR2” x ~l est muni de Ia 1 -formecanoniquedecontactw;
on a pour tout vectcur V = (Vp, Vq, Vz) tangentau point E = (x, z) = (p,q, z):

Vz
—
lz

0(x)(Vp,Vq) = (p, Vq) est Ia 1 -forme potentielle de Ia forme sympleetiquc
canoniquede 1R2”.

On peutmontrer[7] que tout quantomorphismede V estde la forme:

(x, z) ~ (f(x), zz
0e”7~~)

oft fE Can (JR
2”), groupe des symplectomorphismesde JR2”, et a(f) est une

fonction dc x telle que.

da(f)(x)(Vp,Vq) = ®(x)(Vp, Vq)—0(f(x))(f’(x)(Vp, Vq))

et cw(0)=0.
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On a la relation:

(3.6.1) c~(fog)= ci(f) + ci(f) og —a(f)(g(0)).

On munit Ic produitCan (1R2’7) x JR dela loi

(3.6.2) (f, t).(g,s) = (fog, t +s + a(f)(g(0)))

qui est une loi de groupc(gracea3.6.I); la difféologie produiten faitun groupe

diffeologique (différentiabilité des solutions d’une equationdifférentielie par
rapport aux conditions initiales). Avec cette structure, l’applieation définie par:

(f, t) —~ [(x, z) ~ (f(x), zeite’7(T)~~)]

cst un D-morphisme strict ct surjectif de Can(1R2’7) x JR sur Quant(V) dont
le noyau est D-isomonphea 7L. Ii définit done une extensionde Quant(V) par

Ic tore (analogie avee le groupede Weyl, voir [20]). Gracea toutescesremarques
ainsi qu’à3.3.1,3.5.1 et 3.5.2 on peutfinalementénonccr:

THEOREME 3.6.3. p : Sp(n)
0—p Sp(n)0 désignant le revêtementuniverse! de

Sp(n)0, alors la composanteneutre de Quant(K
2” x S’) admet Z2 comme

D-groupefondamental,et pour revétementuniverse!l’ensembledesquadruplets

(f, A, x, t) oa:

fECan(JR2”), f(0)=0, xEIR2”, tEIR

AESp(n)
0 et f’(O)=p(A),

ensemblemunide !‘unique loi degroupetelle que (id, 1, 0, 0)soit élémentneutre
et quela projection:

(f, A, x, t) ~ [(x, z) ~ (f(x), ze~teb’7(h(x))I

soit un D-morphisme,morphismequi est alorssurjectifet strict.

La theoreme2.3.3 permet alors d’explieiter tous les autresnevétementsde

Quant (V) dont eelui a deux feuillets qui joue un rOle particulier (indice de
Maslov et revétementmétaplectiquecf. [2] et [21]). Et un schemade mCmc
type que 3.5.1 permet de réaliser le revétementuniverselde Quant(Y) comme

sous-groupedesdiffeomorphismesde JR
2’7 x Sp(n)x JR.

Nous avonsdit dansl’introduetion pourquoiil est important de pouvoir réaliser
ces revétementseomme groupes de diffeomorphismcsde vanétésauxiliaires.
Savoir si eela est toujourspossibleest une questionouverte.On saitdepuisun

théoréme de Smale [191 qu’il existe une deformationrétractedes difféomor-
phismesde la 2-spheresur SO(3), cc qui règlela questiondesgroupesd’homoto-



REVETEMENTS DU GROUPE DES QUANTOMORPHISMES, ETC. 99

pie. On pensealors a la deuxiéme partie du lemme 3.3.1 qui permetuneréalisa-

tion du revétementuniversel,moyennantl’existenced’une deformationrétracte
qui soit un homomorphismeau boutde la deformation.Pourcc qui est desdif-
feomonphismesdela sphere,ou plus genéralementd’une variétécompacteorienta-

ble, l’existence d’un tel homomorphismese heurte a l’obstruction suivante.

Le groupedes difféomorphismesd’une vaniétéeompacteorientableest simple;
c.a.d. n’admet pas de sous-groupe invariant qui soit propre et non trivial. (pour

cesquestionscf. [9], [16], [17] parmid’autres).

On sait aussi que la composanteneutredu groupedes difféomorphismesdu
tore a deux dimensionspossédela mémehomotopieque le tore iui-méme,par

contreles difféomorphismesd’une surfacede genre~ 2 ont une premierehomo-
topic nulle [1]; on peut alors affirmer que,danscc dernier eas, le revétement
construiten 3.1.1.n’est pasconnexe.
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